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We presenta studyof the scalarcurvatureproblemsin conformalgeometry.We dealwith
the NirenbergandYamabeproblems,the prescribedscalarcurvatureproblem, the Yamabe
equivariantproblem,andthequestionsconnectedwith themultiplicity of metricshavingthe
samescalarcurvature.Theproblemsof thebestconstantsin the Sobolevimbeddingtheorem
andthepositivemasstheorem(whichis highly physicalandconnectedwith generalrelativity)
arefirst treated.Themathematicsof thesetwosubjectswill appearthroughoutthetext.

Onprésenteuneétudedesproblémesdecourburescalaireengéométrieconforme.Sontainsi
traités:lesproblèmesdeNirenbergetYamabe,leproblèmedeIacourburescalaireprescrite,le
problèmedeYamabeéquivariantetlesquestionsrelativesa Iamultiplicité desmetriquesayant
unemêmecourburescalaire.Lesproblémesde meilleuresconstantesdansles inclusionsde
Sobolevet Ic théorèmedeLa massepositive (quiesthautementphysiqueet lie aLa relativité
générale)sont d’abordprésentés.Les mathematiquesde ces deuxsujetsapparaitronttout au
longdu texte.
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Lesproblèmesdecourburescalaire,et notammentles deuxproblèmesphares
que sont les problèmesde Yamabeet Nirenberg,ont fait l’objet de nombreux
travaux.DisonsdéjàqueSi (X, g) désigneunevariétériemanniennecompacteet
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si (Sn,go) designelasphereunitede lR’~~, ii s’agirapourl’un de prouverl’exis-
tence d’une métnqueconforme a g qui est a courbure scalaire constante
(Yamabe),et pour l’autre de caractériserles fonctionsC°~numériquesdéfinis
sur S’1 qui sontcourburesscalairesdemétriquesconformesag

0 (Nirenberg).
Le problêmedeYamabeestmaintenantrésolu.Le résultatfüt annoncéen 1960

parYamabe[94],maisii failut attendreles travauxde Aubin [3] en 1976 et de
Schoen[77] en 1984 pouren avoirunedemonstrationcorrecte.Ceci étantdit,
depuis1984,denombreusesautrescontributionssontparties.Certainesunifient
les approchesdeAubin etSchoen,commedansHebeyet Vaugon[44] ou Lee et
Parker[62], d’autresprésententmaintenantdenouveilesdemonstrationscomme
dansBahri [9], BahrietBrézis [10] etSchoen[78,80].

Le problèmede Nirenbergsemblepar contrebienloin d’être résolu.En fait,
deuxdifficuitésprincipalesapparaissent.D’unepartii existedesfonctionsqui ne
sontpascourburesscalairesdemétriquesconformesa g0 (Bourguignonet Ezin
[19], Kazdanet Warner[57]); d’autrepartla méthodevariationnellene peut
pasfonctionnerdanscccadreprécis. Facea cesdifficultés, deuxapprochesont
été développées.Illustrées,pour l’une, parles travauxde Bahri et Coron [121
(maiscf. aussiles réfs. [11,23,32]), pour l’autre, par les travauxde Escobaret
Schoen[34],Hebey [41 ], Moser [70],etVaugon [90].

Danstoute la suitelesvariétésserontsupposéesdedimensionsn~ 3, mêmeSi
les questionsdemeurentidentiqueslorsquen= 2. Les approcheset le type des
difficultés differentparcontreréellementscionquen= 2 ou n ?~3.

Pour le cas de ia dimensionn= 2 on renvoica Aubin [1,5], Berger [16],
BourguignonetEzin [19], ChangetYang[26,281,Han [40], KazdanetWarner
[57],Moser [70] etTroyanov [85].

1. Definitions et notations

Danstout cc qui suit (X, g) désigne une variété riemannienne compacte de
dimensionn~ 3. Laconventiond’Einsteinest adoptée,de sortequea1x’= ~ a,x’.
On noteR(g) le tenseurde courburede la métriqueg. Ii s’agit ici d’un tenseur
quatrefois covariantdont les composantessontdonnéesdansunecartelocale
par

R’ ‘~ — ~8 ~ 8 f’~+F
m ra _rrnra

kg/Ilk! —g,,

11~ k ~ — / 1k ka ii a! ik

oü les F~= ~(8,g,,0+ 81g,,~,— 8,1g )gmk représentent les symbolesde Christoffel
delaconnexionriemannienne.Le tenseurdeRicci Ric(g) delametriqueg, ten-
seur deux fois covariant, a pour composantesdans une carte locale
Ric(g)1k = g”R (g)~k1~Scat(g), ta courburescalairedeg, fonctionnumériquedéf-
inie sur X, vautScat(g)=g’~Ric(g)0.Onnote6~in(g)et h(g) lestenseursd’Ein-
steindeg etdeWeyt—Schoutendeg, tenseursdeuxfois covariantdéfinisrespec-
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tivementpar

~in(g)=Ric(g)— SC~~)g h(g)=~~i—~(Ric(g)_~

On noteenfin Weyl(g) le tenseurdeWeyl deg, tenseurquatrefois covariantqui
estdéfini dansunecartelocalepar

Weyl(g),JkI=R(g)~k/

— —~—~ (Ric(g),kg1/—Ric(g)/1g1k+Ric(g)J,g1k —Ric(g)1~g,1)

Scal(g)

+ (n—l)(n—2) (g~kgJI—g!lgfk).

Ce tenseurala propnété remarquabled’être tin invariantconforme(cf. ci-des-
sous).Les normesdecesdifférentstenseurssontdéfiniespar

IR(g)
2=R(g)~,k/R(g)~”, jRic(g) 2=Ric(g)~Ric(g)”,

etc., oü par R(g)~’ on entend~ et par Ric(g)°on entend
gazgbJRi~(g)~~[g] désigneIa classeconformede g, ensembledesmétriques

riemanniennessur X qui sont conformesa g, a savoirdu typefg oü f est une
fonctionC°°numeriquestrictementpositivedéfiniestir X,

[g]={fg,feC°°(X),f>0}.

PourfunefonctionC°°numériquedéfiniesurXon a

Weyl(e~g) =e~Weyl(g)

et, dansunecartelocale,

Ric(e1g)~=Ric(g),~—~(n—2)V
1f+~(n—2)i7fV1f

_~[gaPv~pf+~(n...2)gaflv~fvpfJg,j.

Dcmême,pour u>0,

Agu+Scal(g)uSca1(u
4’12~g)ut’1~2”2~,

oü le laplacienAgoperantsurles fonctionsestdéfini par

Agf=_gU(a
0f_r~a~f).

A partirdeAg on construitIc laplacienconforme

Ig(U)AgU+ 4~~)Scal(g)u.

a lapropriétéremarquablesuivante:si g’ = u
41~ 2)g alorsVØeC°°(X),
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1g (uØ)= U(12±2~’(’1_2)Lg~(ø)

(X,g) est dite localement conformément plate si VXEX, il existeg’a [g] qui soit
euclidienneau voisinage de x (asavoir vérifiantR(g’) =0 auvoisinagedex, ou
encore cc qui est equivalent,vénfiantg~,,= ö,

1 dans une carte en x convenable).
Pour n~4, (X,g) est locatement conformément plate si et seulement si

Weyl(g) =0 sur X. En dimension 3, (X, g) estlocalementconformémentplatesi
et seulement si d’~h(g)=0 surX, oü, dans une carte locale,

d~)h(g)0~=V,h(g)f~_VJh(g),~.

(Lorsque n=3, Weyl(g) est nul.) Pour ces deux assertions,cf. par exemple
Lafontaine[60].

Diff( X) désignantlegroupedesdifféomorphismesdeX, on notemaintenant
I(X, g) legroupedes isometricsde (X,g),

I(X, g) ={aeDiff(X)/a*g=g}.

C(X,g) désignele groupedesdifféomorphismesconformesde (X, g). A savoir:

C(X,g)={aeDiff(X)/cr*ge [g]}

Deux variétés (X, g) et (Y, g’) sont conformément difféomorphes s’il existe un
difféomorphisme0 de X dans Y vérifiant O*g~e[g]. En particulier, si (Sn, go)
désignelasphereunitede~ +1 muniede sa métriquestandardinduitedela me-
triqueeuclidiennede~ onécrit~ S’~poursignifierque (X, g) et (S’s, g0) ne
sontpasconformémentdifféomorphes.Onnoteoi~levolume de (S’1, g0).

Théorème(Lafontaine[60], Lelong-Ferrand[63], Obata[71], Schoen[78]).
SiX~kS’s, ilexisteg’e[g] tellequel(X,g’) = C(X, g). Pourge[g0], les inclusions
I(S~,g) c C(S’1,g0) sont toujoursstrictes.

On définit l’espacede SobolevH~(X), qui est indépendantde la métriqueg,
commelecomplétédesfonctionsC~numériquesdéfiniessurX pourlanorme

11u112= J Vul
2dv(g)+ Ju2dv(g).

ThéorèmedeSobolev.H~(X) seplongecontini~mentdansL2n/ (n—2) (X). Enpar-
ticulier, ii existedesconstantesA etB desortesque

(n—2)/n(J Iul’t’1-2~dv(g))

~AJ lVuI2dv(g)+BJu2dv(g), VUEH~(X).
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ThéorèmedeKondrakov. Pourtout 1 <q< 2n/ (n—2), l’inclusion deH~(X) dans

L q (X) estcompacte.
Ondéfinit finalementlesfonctionnellesJetJsurH~(X)par

I(u)= J Vu~2dv(g)+
4(1)5scal(g)udv(g)~

n—2 2

f~IVu~dv(g)+4(n_1)Ix Scal(g)u dv(g)
J(u)= (I~IuI

2’1’12~dv(g))(’12V’1

PourudansH~(X)onaI(IuI)=I(u) (etdoncaussiJ(IuI)=J(u),cf.Aubin

[1]). Si

A{u>0/fxfu2’~’12~dv(g)=i}

les pointscritiques u>0 de 1 sur A vérifient Sca1(u4~’1_2)g)=Ctef L’inf de la
fonctionnelleJsurles u>0 deH~(X), on écrit Inf~>oJ(u),etl’inf dela fonction-
nelleIsurA, on écrit Inf

4 1(u), sontdesinvariantsconformes(i.e.,nedependent
quede[g]).

A noter:la noncompacitéde l’inclusion H~(X) L
2’~’”’12~(X).

2. MeiUeuresconstantesdansles inclusionsde Sobolev

Avec le théorèmedeSobolev,ii existedesconstantesA etB desorteque
/

~$ u~2’1’~2~dv(~))

<~A$IVuI2dv(g)+Bfu2dv(g), VucH~(X). (Si)

La constanteBdependici forcémentdela variété(autrementquepar la dimen-
sion).En particulier,le choixdeu= 1 dans(Sl) montrequeB~voi(g)2”1[oü
vol (g)=J~dv(g)représentelevolumede (X, g)]. Parcontre,le meilleurApos-
siblene dependquede la dimensionn. Ii s’agit là d’un résultatremarquabiede
Aubin [21 qui s’énonce

Théorème(Aubin [2]).
(1) On a toujoursA~4/n(n—2)w~’1,a,, levolumedelasphereunites’~deP”~’

muniedesamétriquestandardinduitedeIa métriqueeuclidienne.
(2) A toute constanteA> 4/n(n —2)co~/’1on peutassocieruneconstanteB de

sorteque(Si)ait lieu.
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Conjecture (Aubin [2]). La constante4/n(n—2)w2~est atteinte. A savoir:
QuellequesoitIa variétériemanniennecompacte(X, g) considérée,ii existetou-
joursuneconstanteB desorteque:

(n—2)/n(J lul2’1/~_2)dv(g))

~ n(n—2)w~”1J Vul2dv(g)+BJu2dv(g), VuEH~(X). (S2)

Ii est anoterquecetteconjecturenedependquede [g]. Lorsqueg esta cour-
bure sectionnelle constante, la conjecture a étédemontreepar Aubin dansla ref.
[2]. Plusgénéralement,cetteconjecturerestevraiesi la variétéest localement
conformémentplate.La questionestouvertedansles autrescas.

Théorème(Hebeyet Vaugon [45]). (S2) est vérifléepar toute variété rieman-
niennecompactelocalementconformementplate.

Dansla ref. [45], un contrôledeB estenplus obtenu.Ce qui fournit notam-
mentles inégalitessuivantes:

(1) P,,désignantl’espaceprojectifde dimensionn muni de Sa métriquestan-
dardinduite deS’1:

(n—2)/n(J u~2’1’1~dv(g))

~ n~n—~w~’~J IVu~2dv(g)+(n—2)w~’~Ju2dv(g).

(L’inégalite segeneraliseauxquotientsde S’~par desgroupescycliquesoperant
librement.)

(2) SurS’(T)xS’1~,produitdu cerclede rayonTetdela sphereunitede R’1
munidelamétriquecanoniqueproduit,

(n—2)/n(J Iu~2~’12~dv(g))

~ n(n—2)w~’1[JI Vu12 dv(g)+ ~((n_2)2+ ~)J u2 dv(g)].
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Question1. Ne serait-cequesurP,~,quevautlemeilleurBde (S2)?[On saitdéjà

qu’il est supérieura (2/w~)2”1maisinférieura (n+2)/(n—2)w~/’~.]

Le probèmesymétriqueconsistantapréscriredans(SI) lemeilleurB possible,
asavoirvol (g) 2/n puisaestimerlameilleureconstanteA qui iui correspondest
étudiépar Ilias. Dansla ref. [50] ii démontreentreautreIc résuitatsuivant:

Théorème(Ilias [50]). SiRic(g) ~ (n—i )5, ô>0, alors
(n—2)/n

(J u~’~2~dv(g))

~ n(n—2)vol(g)2,~$i VuJ2dv(g)+vol(g)21’1 $ u2 dv(g).

Quantal’inégalité totalementoptimaie
(n—2)/n(5 u~2~ dv(g))

n(n—2)w~’1$ iVui2dv(g)+vol(g)_2mnJu2dv(g), (S3)

on sait (Aubin [3]) qu’elle est vérifiée stir la sphereS’~munie de sa métrique
standard.
Question2. (S3) caractérise-t-elleS’~ou existe-t-il d’autresvariétéspour les-

quellesdieestvérifiée?

Le résultatsuivantapporteun premierélémentderéponse.

Théorème (HebeyetVaugon [45]). (X, g) designantunevariétériemannienne
compacteacourburescalaireconstanteet~ (g)désignantlapremierevaleurpropre
(~O)deAg:

(1) SiA
1(g)> n(w~/vo1(g) ) 2/n, (S3) estalorsvérzfiéedansun voisinageconique

desfonctionsconstantes.
(2)Réciproquement,si (S3) estvraie, alorsA1(g)>~n(w~/vol(g))

2~.

En particuuier, tous les quotients de S’~vérifient (S3) danstin voisinageconique
des fonctions constantes. Reste qu’il est possible de montrerqu’ils ne peuvent
pastouslavérifiergiobalement(prendreS3 R4=C2,uk(z, z’) = IzI2, Gk={a’

1~},
~k(Z, z’) =e

21~r~~k(z,z’), Pk=S3/Gk,k—l.~).
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3. Le theorèmedeLa massepositive

Definition. Une varieteriemannienne(X, g) estasymptotiquementplated’ordre
r>0, s’il existeune decompositiondc Xde la formeX=X0~X~,(avecX0 corn-
pacte)et s’il existeun difféomorphismeX—*P’1 — B (0, R),R> 0, La métriqueg
satisfaisantdanslescoordonnéesinduitespar le difféomorphisme:

g~=~+O(r~),Okg1J=O(r ), ~~~g,j=~(rT
2)

[Pour abreger,on noteg,
1=ô,1+O(r~).]Cescoordonnéessontappelécs“coor-

donnéesasymptotiques”.

A noter: Etantdonnée(X, g) tine variétériemanniennecompacte,xun point
de Xet {y’} un systèmede coordonnécs(normaLes)en x, (X—{x}, g) cst une
varieteasymptotiquementplateadmettantpourcoordonnéesasymptotiquesles
z’=r

2y’.
On considèrcmaintenant(X, g) unevariétéasymptotiquernentplate de di-

mensionn~ 3 et {Zl} tifl SystèmedecoordonnéesasymptotiquessurX.

Definition. Lorsquelalimite existe,on définit lamassem(g)de (X, g) enposant

m(g)=lirn 5 (H]dz),
~ ~0n_1 äB(O,R)

onHestLe champdevecteursdéfini surX
0,. parH= ~ (0,g0— 01g11)0~(j produit

intérieur).

Théorèmedelemassepositive (formeforte, SchoenetYau [81], Witten [93]).
Si r> (n —2)/2 etsi Scai(g)eL’(X) estpartoutpositiveou nulle, la massem(g)
de (X, g) estparfaitementdéfinieeton a toujoursm(g) ~ 0, l’egalitE n’ayantlieu
quesi (X, g) est isométriquea (P’~,~)(~désignantla métriqueeuclidienne).

Soit maintenant(X, g) unevariétériemanniennecompactelocalementcon-
formémentplatepossedantunemétriqueconformeacourburescaLairepartout
positive.PourXEX, et quitteaconsidéreruncautremétriquede [g], on suppose
g eucLidienneau voisinagede x. On note ~. la fonctionde Greenati point x de
l’opérateurlaplacienconforme

1g• Cettefonctions’écritauvoisinagedex: S~=
r’~2+ a,øü aesttinefonctionC~’.IL estalorspossibledemontrer(Lee etParker
[62], Schoen[77]) queLa massedelavarieteasymptotiquementplate (X— {x},

(n 2) g) estpositivementproportionnelleaa(x). Autrementdit: il existeK> 0
telle quem( ~/(n_2)g) =Ka(x).
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Théorèmedelamassepositive (forme faible, Schoenet Yau [82]). On a lou-
jours a(x) ~ 0, l’égalité n’ayantlieu queSi X= S’2.

DansHebeyetVaugon[44], tinecaractérisationfonctionnelledea(x) estob-
tenue.A savoir:

4(n_l)( 1 1a(x)_Sup (n—2) ~f~Scal(g’)dv(g’) 4(n_i)w~_
1p~

2)’

oü le sup est pris surles O<p<< 1 et surlesg’~[g], euclidiennessurB(x;p), qui
vérifientg’(x) =g(x).

4. Le problèmedeNirenberg

(S’1 g
0) désigncla sphereunite de~n ±1muniedesamétriqucstandardinduite

de la métriqueeuclidiennede ~ Pour nepastrop alourdir les notationson
noteA le laplaciendeg0 (au lieude 4gb).La courburescalaireScaL(g0) deg0 vatit
n ( n— 1). Le problèmeconsisteici a determinerles fonctionsf C~numériques
définiessur S’~qui sontcourburesscalairesde rnétriquesconformesag~.Si on
écritces métriquesconformessousla forme u

4~’(t1_2)go,avecu> 0, Ic problèmc
admet la traduction suivante:Pour queuesfonctionsf de C~(S’2) existe-t-ii
ueC~’(S”),u>0,vérifiant

Au+~n(n—2)u=fu~2~”2~. (El)

Ii est déjà facile deconstaterqucfdoit nécessairementêtrestrictementpositive
quelquepart surS’1. Pourle voir ii suffit demultiplier (El) par u et d’intégrer.

Restequctoutescesfonctionsnesontquandmêmepascourburesscalairesde
métriquesconformesa ~ La premiere obstructionfüt trouvé par Kazdan ct
Warner[57]. Leur résultatstipulequ’une fonctionfpourlaquelie (El) admet
tinesolutionu> 0 vérifie forcément

J (VfV~)u2’~~2~dv(g
0)=0, V~harmoniqucsphérique

[i.e., pourtoute fonction çr premierefonctionpropredeA, a savoirenfait pour
toute restrictiona S’~desformesiinéairesde~fl±1; lucs sur 5k?, les harmoniques
sphériquessontdu typecos r oü r désigneladistancegéodésiqueaun pointquci-
conquede 5”]. En particulier, lesfonctionsdu type C

t~+ ~, ~harmoniquesphé-
rique,nesontpaslacourburescalaired’unemetriqueconformeag

0,mêmesi ces

fonctionspeuventêtrechoisiesaussiprochequel’on veutdesconstantesqui sont
trivialementcourburesscalairesde rnétriquesconformesa g0 (imposantainsia
toute méthodederesolutiontine precisionsuffisammentfine qui tiennecompte
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de cc défaut de “continuité”). Dc faconplusgénérale,si C( S’2) designelegroupe
destransformationsconformesde 5”, les fonctionsdu type Cte+~,O,~ harmo-
niquesphériqtie,0~C(5”), ne réalisent pas non plusla courburescalairede me-
triques conformes a g~(les ~oØ sont les premieres fonctions propres des me-
triques canoniques de 5”), tout simplement parce quesifest courburescalaire
d’une métriqueconformca. g0, alorsJ’oØi’est aussi[quelque soit ØeC(S’2) 1.

L’obstructionlaplusgénerale(tenantcomptedecetterernarque)aététrouvée
par Bourguignon et Ezin [191.

Théorème(BourguignonetEzin [19]). Sif=Sca1(u
41~’12 )g

0), alors

JX)u2~~R’2_2)dv(g0)=0 (2)

pour tout champde vecteursconformeX. En particulier, il existedesfonctionsf
pourlesquelles(1) estsatisfaitemaisqui nesatisfontpas(2).

L’autredifficuité véhicuLéeparleproblèmedeNirenbcrgprovientdecc quela
méthodevariationnellenepeutpasfonctionnerdanscccadreprécis.En d’autres
termes,il estpossiblede montrerquelc minimum dela fonctionnelle1(u) sur
l’ensemble A desu>0/ffu

2?~R’2_2)dv(go)=1 n’est jamais atteint, saufsi fest
constante.[On rappellequel’equationd’Eulerdecettefonctionnellecorrespond
a l’équation (El). Les u>0 pour lesquellcsf=Sca1(u4’~’22~g

0)sont les points
critiquesde I surA.] Les pointscritiquesde ‘fA, qui fournissentles métriques
conformesag0 ayantfpourcourburescalairc,devrontdoneêtrerecherchésdans
desniveauxsupérieurs.Pourlevoir on titilise simultanément:

(1) InfJ(u)=~n(n_2)w~/nct InfAI(u) ~n(n—2)w~/4(Supf)~’2
2~”2

(Aubin [1]).
(2) Si u

0 realiseInfJ(u) alors u~
2~g

0est homothétiquea tine métrique
canonique(Obata[71]).

(3) InfJ(u)/(Supf)
2V~~~InfAI(u).

[Avec (3) et (1), Si u
0 realise InfA 1(u) alors u0 realiseInf J(u). Dc plus, u0

réalisantInfA I(u),f=Scal(u~’2
2~g

0).(2) imposealorsf=C
te.]

Faceacesdifficultés, etenparticuuierpourallerchercherdesniveauxcritiques
supérietirsde I/A, deuxapprochessontdeveloppécs.L’une ~trapprocherdestra-
vauxde Moser sur S2 [70], l’autrea rapprochcrdestravauxde Eellset Sampson
[33].

Dansl’une on demandeainsiafd’être invariantesousl’action d’un groupeG
d’isométriesde 5”. Lorsqucle groupeG opèrelibrement (i.e., si G est fini et si
toutesles orbitesde G ont exacternentcardG points) le quotientX=S”/G est
unevariété.En notantg la métriquestir X induite parg

0 et en notantf’ la fonc-
tion f quotientéesur X, résoudre (El) stir s” revient alors a résoudrestir X
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l’équation

~ u>0. (E’l)

Ce phénomeneamotivelestravauxdeEscobaretSchoen[34] stir Ia question.
Via l’invariancc sous L’action d’un groupeoperantlibrement,Escobaret Schocn
ramènent ainsi le problème de Nirenberg a tin problème de courburescalaire
prescrite(étudiéau paragraphe5). L’avantagede cetteapprocheprovientde cc
queIc minimumdela fonctionnelle1/4 stir X peutmaintenantêtreatteint. (Le
niveaucritiqueminimumde Ia fonctionnellesurX corresponda un niveaticri-
tiquesupérieurdelafonctionnellestir 5”.) End’autrestermes,EscobaretSchoen
récupèrentLa méthodevariationnelle(et le théorèmefondamentaldeAubin [3]
relatifa cetteméthode— théorèmedontnousparleronsauparagraphesuivant).
Autre avantage:I’équation (E’l) stir Xne véhiculeplus les obstructionsdu type
“Kazdan—Warner”(cf. plushaut).

Escobaret Schoenparviennentainsi~ démontrer(cf. la ref. [34]), quetoute
fonctionC°°sur S3, strictementpositivequelquepart et invariante sousl’action
d’un groupenon trivial d’isométriesdeS3 operantlibrement,est la courburesca-
laire d’une métriqueconformea g~.Ceci-dit, notonsquel’hypothèse“G opère
librement” estassezrestrictive,notammentparcequcstir S2” le seulgroupequi
opèrelibrementest legroupedeMoser,groupeconstituédel’identité etde l’iso-
metricantipodalex-4 — x.

C’estenfait lanotion depoint de concentration(de suitessous-critiques)qui
va pcrmettrede se débarrasserde cettehypothèseencombrante.Dc faconplus
precise,on commenceparétablirquepourtout 1 <q< 2n/(n—2), il existeUq>O,

C~ et G-invariante, obtenue par la méthode variationnelle, vérifiant
ffu~dv(g

0)=l et solution d’une equation (El) oü l’exposant(n+2)/(n—2)
est remplacé par q— 1 [fest aussi multipliée parJ(Uq)]. L’existenced’une telle
suite sous-critique nc pose aucunveritableproblèmeen raisonde la compacité
fourniepar le théorèmede Kondrakov [q < 2n/(n —2)]. Le premierobjectifest
alors de caractériserla facon dont cette “suite” petit divergerlorsqueq—~2n/
(n—2) (G estabsolumentquelconque,il petit êtreréduita l’idcntité oti infini).
Disonspour simplifier qu’il existeau pire un nombrefini de pointsde S”, les
pointsdc concentrations,touspointscritiquesdeJ en lesquelsu~secomporte
commetine mesurede Dirac, la suite Uq convcrgeantverszeroen dehorsde ces
points (cf. Hebey[41,43]). L’idée essentielleestmaintenantqu’onpetitestimer
le nombremaximaldepointsde concentrationautorisés,puis conclureparl’ab-
surdeenimposanttin trop grandnombrede tels pointsvia l’invariancc sousG.
On obtientainsi:

Théorème (Hebey[41,43]). UnefonctionC~surS
3,strictementpositivequeique

part et invariantesousl’action d’un grouped’isométriesde53 operantsanspoint
fixe, estla courburescalaired’unemétriqueconformea g

0.
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Par“G operesanspoint fixe” on entendici quel’orbite detoutpointestaumoms
composéededcux éléments.Ii estanoterquecettehypothèseestoptimale,comme
le montrclecasdesfonctionsdu typeC1~+ ~, ~harmoniqucsphériquc.

Danslesdeuxrésultatscites,la restrictiona s3 est enfait imposéepardescon-
sidérationstechniques.(Lesrésultatssegeneralisentatix dimensionssuperieurcs
maisavec desconditionsde platitudeimposéesaf) Cetterestrictiona S3 qtii
apparait commetechniquedansles demonstrationsl’est elle effectivement?En
d’autre termes:

Question3. Le résultatdu théorèmereste-t-il vrai stir S”, n ? 4?

A noterici: Les fonctionsinvariantessousL’action d’un grouped’isométries
operantsanspoint fixe nerentrentjamaisdanslesconditionsdu théorèmed’ob-
struction de Bourguignon et Ezin, tout simplementparcequ’àtoutfdc cc type,
on peutassociertineconstantek>> 1 desorteque f+ ksoitcourburescalaired’une
métriqucconformea g

0. (Appliquer lecorollaire 1, p. 217 de Hebey[41].) On
petit aussimontrerqu’il existec>0 tel quctoute fonctionfdeC”~’(S

4),stricte-
mentpositivequelquepart etinvariantesousl’action d’un grouped’isométries
de S4operantsanspoint fixe, estlacourburescalaired’une métriqucconforme~
g

0 desquchf— 1 IIC2 <~. (Appliquerle théorême6 de Hebey[41 ]; cf. aussiChang
etYang[27].)

L’autrc approchedontnousavonsparleestessentiellementdéveLoppéedans
Bahriet Coron [121 (maiscf. aussiles réfs. [11,23,32]). Si

H(u)= ~(Jf(x)u6dv(go))

etSi

.�~={u~0/Jsllg0(u)udv(go)=1},

lesatiteursanalysenttoutd’abordlapertedecompacitequi survientlorsquel’on
suit les lignes de gradient de H dans~ (a savoir les solutionsde du/ds=
— H’ (u), u(0)cX~) Sansrentrcrdanstropde details,cetteétudeintroduit tine
notionde pointdeconcentration,lesu(s) secomportantH~commedes

~ a,(s)A,(s)[1 +.)LI(s)2+ ~,,(~)2_ 1) cosd(a1(s),x)1— 1/2
1 ~, ~p

Le casp c2 estalorséliminé (signifiantqu’il y a auplustin point de concentra-
tion). Sia=lima1(s),lcscasVf(a)�OctVf(a)=0,Af(a)<Osontensuiteecartés
(en particuuier,le point de concentrationest forcémenttin point critique def).
L’étudeducasVf(a) =0,4f(a) >0nécessitel’introductiond’tin pseudo-gradient
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auvoisinagede l’infini. BahrietCoronobtiennentainsi Ic résultatsuivantoü les
hypothesesd’invariancepar isometricssontremplacécspar deshypothesesstir
lespointscritiquesdef

Theoreme(Bahri et Coron [12]). Soitf unefonction strictementpositive de
C~(S3),n’ayant quedespointscritiquesnon degenéresa

1, ..., a,< avec4f(a1)~ 0,
‘Ii. fest alors la courburescalaired’une métriqueconJbrmea g~,t~~a,/Jf(a,)>O

(—1 )~‘� —1, oi~k.designel’indicedeMorsedefena. (Un résultatsurS
4estaussi

obtenu,ci: appendiceCdela ref [12].)

Ce résultatestencoreoptimalencc sensquelesfonctionsCte+ ~, oü ~esttine
harmoniquesphérique,ont un nombrefini de pointscritiques(deux),tousnon
degénerés,leur laplacienencespointsn’étantjamaisnul.

Lesfonctionsradialesqui ne sontni strictementcroissantes,ni strictementdé-
croissantes(asavoircellcs qui sontautorisécspar les obstructions),ne sontpas
traitécspar ics deuxtheoremescitesjusqu’àpresent.(D’une part le groupesous
icqueldiessont invariantespossèdetin point fixe, d’atitre part cuesont force-
mentun nombrcinfini depointscritiques.)Pources fonctions,notonsP et —P
leurspoles,lesprincipauxrésultatssontles suivants:Lorsquen =3,si

Max(f(P),f( —F)) ~ ~Supf,

oàpourn~3si

Max(f(P),f(—P))~w~’$f(x) dv(g
0),

f est Ia courbure scalaire d’une métrique conformea g0. Lorsque n~ 4, si
f(P) ~f( —F) etsi 41(P)<0,festIa courburescalaired’unemétriqueconforme
ag~(cf. Hebey[4 1,43] etVaugon[91]). L’équation (E) se simplifie pourtant
considérablementlorsqueles fonctionsfet u sontradiales,devenantuneéqua-
tion sur [0, iv] c: E (avecconditionsaubord).

Question4. Peut-oncaractériserlesfonctionsradialesstir 5”, n~ 3, qui sontcour-
btiresscalairesdemetriquesconformesa g0?

On notemaintenantCanl’cnsembledesmetriquesconformesa g0, qui sont a
courburcsectionnelleconstantc+ 1, a savoirl’ensemble des métriquescano-
niquesdeS”. Cancstconstituédesmétriques0 *g1~oü ØcC(S”). PourgcCan,on
noteAg(S”) l’espacedespremieresfonctionspropresdu laplaciendc g. Commc
nousl’avonsdéjàsignalé,pourtout hEAg(S~),gcCan,lesfonctionsdutypeC

t”+h
ne sont pas la courbtire scalaire d’une métrique conforme ag~.Facea ccphéno-
mèneil seraitintércssant,voire rassurant,de potivoir montrerqu’à toute fonc-
tionfde C°°(S”)on petit associerh(f) unepremierefonctionpropred’une me-
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triquc canoniquedesortequef—h(f) soit la courburescalaired’unc métrique
conformca g0. Le premieraavoirtraitéde ccttcquestioncstAubin. DansIa ref.
[5], ii montrequ’on peut toujourstrouvercettefonctionh(f) [de facon plus
precisedansAg0(S”)] soit lorsquen=2,soit lorsquefcstsuffisammentproche
de I.

A savoir:Pour n~ 3,fdesignantunefonction~ strictementpositivesur S”, ii
existeh(f)oAg0(S”)desortequef—h(f) soitla courburescalaired’unemétrique
conformeag0si Supf’<4 ‘‘2~

2~Inff
En 1986 le problêmeaété reprispar Botirguignonet Ezin [19], cesdetix au-

teurssoulignantl’importance du role joué par Ic groupedestransformations
conformes.

Théorème(Hebey[42] ).AtoutefonctionfdeC°°(S’2),n>~3, strictementpositive
quelquepart, on peutassocierh (f) unepremierefonctionpropred’une metrique
canoniquedesortequef—h(f)soitIa courburescalaired’unemétriqueconforme
ag

0.
Question 5. ParanalogicavecLe cas n=r2, est-il possiblede se rcstrcindrcaux

fonctionsdeAga(S”),n~3?

Question6 (Aubin [1]). Peut-oncalculer(tine des)h(f) en fonction def?

A noter: SifeC°’(S
3)estsymétriqucen un dcsesmaximums(i.e., s’il existe

XES3 tel quef(x)_—f(—x)=Supf), on petit choisirh(f) dansAgo(S3) (Hebey
[42]). SifeC~°(S3)est globalementsymétrique[f(x)—_f(—x), Vx], on petit
poserh(f)=0 (EscobaretSchoen[34]).

DansIa ref. [19], Bourguignonet Ezin démontraientIc résultatdedcnsitésui-
vant: StirS2, toute fonction strictement positive quelqucpartpetitêtreapprochée
au sensL°,p> 1, par desfonctionsqui sontcourburescalairede métriquccon-
formesag~.En fait, aveclesrésultatsdesréfs. [34] ou [41], sansrien changera
leur demonstration,cettedensitéaencorelieu stir S’, n>~3.

Theoreme (Bourguignon et Ezin [19]). Soitfunefonctionde C°°(S”),stricte-
mentpositivequelquepart. Pour tout p> 1 etpour tout >0, ii existehoC~(S”),
courburescalaired’unemétriqueconformeag

0, vérijiant Lf—hII~<~.

Récemment,Li aannoncétin résultatenpetitedimensionqui apourcorollaire
immédiatIadensitéC°(nousrcviendronssurIc theoremegeneralati paragraphe
8).

‘rheoreme (Li [671). Sin =3 ou 4, toutefonctionstrictementpositivedeC~(5”)
peutêtre uniformémentapprochéepar desfonctionsqui sontcourburescalairede
métriquesconformesag0.
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Question 7. Quel type dc densité a-t-on stir S”, n~t 3?

5. Le problèmede courbure scalaire prescrite

Cc problèmeestl’analogueduproblèmedeNirenbcrg,maisposestir tinevan-
éténonconformémentdifféomorphea lasphere.Si (X, g) désignetinetellevan-
ete, il s’agirade determinerles fonctionsde C~(X)qui sontcourburcscalainc
d’une métriqueconformea g. Ou encore,cf. chapitre1, de determinerlesfdc
C”” (X) pourlesquellesil existeunC”” (X), u>0, vérifiant

Agu+ 4(1)Scal(g)u=fu. (E2)

Sansperdreengénéralité,par tin changementconformede La métrique,on sup-
posequeScal(g)<0, Scal(g)= 0 ou Scal(g)>0 (selonlc signedu minimum dc
la fonctionnelleJ, cf. Aubin [I ]). Si Scal(g)<0, il est alors nécessairequc
J~f(x)dv(g)<0. Si ScaI(g)=0,ii faut que fxf(x) dv(g)<0 et que fsoit
strictementpositivequelquepart.Si Scal(g)>0il faut qucfsoitstrictcmentposi-
tive qtielquepart.Ccsconditionss’obtiennentrespectivementenmultipliant (E2)
par u — (n+2)/(n2) etu, puis en intégrant.Onsupposecesconditionsnécessaires
satisfaites.

A priori, et contrairemcnt au problèmc deNirenbeng,cc problèmenevéhicule
plus d’obstructions.

(a) Le casScaI(g)<0. Il y atoutd’abordIc résultatsuivant.

Théorème(Aubin [31).ToutefonctionstrictementnegativedeC~(X)est la
courburescalaired’unemétriqueconformeag. Cettemétriqueestenplus unique.

L’unicité vient du principedu maximum.L’cxistenceestassuréepar Ia méthode
variationnelle,leminimumdeLa fonctionnelleIsurl’ensembledesu>0 telsque
fxf(x)u

2”’””2~ dv(g)= — 1 étantatteint. (Pourplusdedetails,cf. Aubin [3].)
Si par contref s’annulc ou change de signe, le fonctionnement de la méthode n’est
plusassure.En particulier,il cxistcdesfonctionschangeantdesigncqui nesont
pas la courbure scalaire d’une métriqueconformeag (Kazdanet Warner[57]).

Théorème (Ouyang [72], Rauzy [76], Vazquez et Véron [92] ). f~0 estIa cour-
burescalaired’unemétriqueconformea gsi l’ensembledeseszerosestdemesure
nulle.

Danslecasoüfchangedesignedesrésultatsont étéobtenusparRauzy [76]. En
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particulier (cf. la ref. [76] maisaussilaref. [72]), desphénomèncsdemultipli-

citessurprenantsapparaisscnt.
Question8. Caractériserles fonctionschangeantde signequi sontcotirburcsca-
laire d’unemétriqueconforme~g. Lesquellessontcourburescalairedeplusietirs
métriquesconformesdistinctes?

Theoreme(Rauzy [76]). (X, g) designeunevarieteriemanniennecompactea
courburescalaireconstantenegative(cfparagraphe6). PourfeC”” (X),on pose

A ffxIVuIdv(~)j=In Jxu2dv(g)’on l’inf est pris sur lesu~0de H~(X),u~0,vérijiant f,<~u dv(g)=0. Ii existe
alors uneconstanteC> 0 (dépendantde f — =Inf(f 0)) de sorte que toute
fnC”’(X) quivérifie

Jf(x)dv(g)<0, (i)

IScal(g)I<4~~Af, (ii)

(Supf)<CJ 1f1 dv(g), (iii)

est la courburescalaired’une métriqueconformea g. Souscertainesconditions,f

estla courburescalairedeplusieursmétriquesdistinctesconformesa g.

Signalons enfin cc résultat du aKazdanetWarner.

Théorème(Kazdanet Warner[57]). SifoC~(X) estLa courburescalaired’une
metriqueconformea getsi heC°°(X)venueh~<f,h estaussila courburescalaire
d’unemétriqueconformea g.

(b) LescasScal(g)= 0 et Scal(g) >0. Le théorème suivant est le théorèmc de
base.On note

A={ueH~(X),u>0/fxf(x)u2h1R’22) dv(g)=l}

Théorème(Aubin [3]). Si

n(n—2) w
InfA J(u)< 4(Supf)t’~~”’ (*)
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ii existealors unefonctionu> 0 deA qui realisel’infde I surA, etfestbien La
courburescalaired’unemétniqueconformeag.

L’ingrédientprincipaldesa demonstrationestla connaissancedela valeuropti-
malede lapremiereconstantedel’inégalitéde Sobolev(Sl) (cf. paragraphc2).
Sansrentrerdanstrop dedetails,on démontretout d’abord,avec Ia compacité
fourniepar le théorèmede Kondrakov,l’existencede suitesminimisantessous-
critiques(uq),uq> 0, q<2n/(n—2),vénifiant

Aguq+ ~

5f(x)u~dv(g)=l,

lim ‘~‘q~’~A1(u)
q—~2n/(n—2)

Sansperdreengénéralité,on peutmaintenantsupposenque(Uq) convergefaible-
ment dansH~et fortementdansL2 vers tine fonctionu. Ii est alorspossiblede
montrerque u est soit identiquementnullc, soit partout stnctementpositive,
realisant,danscc derniercas,laminimumdela fonctionnelleI surA. Resteainsi
amontrerqueun’est pasidentiquementnulle. C’estlà qucl’inégalitédeSobolev
intervientdefaconfondamentale,enremarquantque

(n—2)/n(Ju~”7~~dv(g)) ~A J I Vu~2 dv(g)+B J u~

entraine

l~A (Sup n_2)/nlnfl(u)+Cte$u2dv(g).

(Pourplusdedetails,cf. Aubin [3].)
A noter: On a toujoursInfAI(u)~n(n—2)w~”/4(Supf)~”2~”’(cf. Aubin

[3]).
Avec cc théorème,le problèmese ramènea mettneen evidence des fonctions

tests u
0eApour lesquellesI(u0)<n(n—2)w~”/4(Supf)

t”2~”2.Dans le cas
Scal(g)>0,enconsidérantla fonction uo=Cte, on voit déjàquesi

(n—2)/n

(Supf)~”2~7’2JScal(g)dv(g)~ n(n—1 )w~(Jf(x) dv(g))

festalors la courburescalaired’unemétriqueconformeag (Aubin [3]).
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LorsqueLa vaniété est localementconformémentplate a courbure scalaire
strictementpositive,onconsidèretinemétriqueg’~[g] euclidienneau voisinage
d’un pointx on fatteint sonmaximum.LesfonctionstestdeEscobaret Schoen
[34] s’obtiennent en prolongeant ics fonctions test de Atibin [3] en
(c+ r’2) 1— n/2 par la fonction deGreenau pointxde l’opérateurlaplaciencon-
forme tLg~ (via tineconditionde raccord).L’inegalité (*) est alorsobtenueavcc
la forme faible du thëorèmede la massepositive (cf. paragraphe3), les condi-
tionsdeplatitudesimposéesàfpermettentd’allerrécupércra(x).Souslesmêmes
hypotheses,maissi Seal(g)= 0, Ia fonctiondeGreencstremplacecparunefonc-
tion positivev

0 satisfaisantlg
4vo) 0.

Théorème(Escobaret Schoen [34]). La vaniete (X, g) étant localementcon-
fonmémentplate,maisnonconformementdiffeomorphea La sphere,unefonction
fdeC”°(X)est la courburescalained’une métniqueconformeag si elleverifie

(1)Supf>Oetfj(x) dv(g)<0 siScal(g)=0,
(2) en (au moms)un point oü elleest maximale,sesdérivéessontnullesjusqu’a

l’ordre n—3siScal(g)=0,etjusqu’al’ordre n—2si Scal(g)>0.

En dimension3 lorsqueSeal(g)>0, et endimensions3 et 4 lorsqueSeal(g)= 0,

l’hypothêse“g estlocalementconformémcntplate”petitêtresuppnimée,desorte
que lcs conditions nécessaires deviennentaussisuffisantes.

Théorème(EscobaretSchoen[34]). Sin=3 et si Seal(g)>0, toutefonctionde
C~(X), X~S3, strictementpositivequelquepart, est Ia courburescalaired’une
métriqueconformeag. Si n=3 ou 4 et si Seal(g)= 0, toutefonctionde C~’(X)
stnictementpositivequelquepart etvérifiant5gf(x) dv(g)<0,estLa courburesca-
laired’une métriqueconformeag.

Si lavariétén’estpaslocalementconformémcntplate,lesfonctionstestdeAubin
[3] en(~+ r2)1 — p~/2permettentd’obtenirle théorèmesuivant.L’idee estlamême
quecelle utiliséedansla ref. [31.Ii s’agit depoursuivreledéveloppementlimite.

Théorème(Aubin etHebey [7]). (X, g) n’étantpas localementconfonmement
plate,onposeW={xeX/Weyl(g)(x)�0}. Lorsquen=6, toutefonctiondeC°”(X)
qui atteintsonmaximumstrictementpositifen un point xde Wavec4f(x) =0,
estLacourburescalaired~uneinétriqueconformea g. En dimensionn~ 7, on sup-
poseenplusque IAAf(x) I /f(x) estsuffisammentpetit. Dans lecasScaI(g)=0,
fdoit satisfaire5gf(x) dv(g)<0.

DumomslorsqueSeal(g)>0,cesthéorèmespeuventêtrc regroupésenun énon-
céplusgénéral.Si xesttin pointdeX, on définit w(x) commeétantlepluspetit
entier k pour lequel V”Weyl(g)(x) ~k0 (V’°=V~.oV k fois). Par convention,



E.Hebep/ Courburescalaireetgèométrieconforme 363

w(x) =0 si Weyl(g)(x) ~/r0,et w(x) =cx si V’Weyl(g)(x)=0 pour tout i. (En
particulier, w(x)=cx. si g est localement conformémentplate.) On pose
q(x)=Inf{co(x), E((n—6)/2)}, oü E((n—6)/2) designcla partie entièrcde
(n—6)/2. (OnécntAaulieudeAg.)

Théorème (Hebeyct Vaugon [47]). Soit (X, g) unevariétériemanniennecorn-
pactededimensionn~ 3,X� 5”, Seal(g) >0, et soitfunefonction de C”” (X) yen-
fiant Supf>0. Si n=3, festtoujourscourburescalaired’une metriqueconforme
a g ~ils ‘agit du résultatde Escobaret Schoen[34]),tandis que pour n? 4, f est
courburescalaired’une metniqueconformeag si, en au momsun point x on elle
est maximale,lesconditionssuivantessontverifiees:

(1) w(x)~2ou w(x)>E((n—6)/2),
(2)A’f(x)=Opourtout l~i~q(x)+2Lorsquew(x)~S(n—6)/2,zVf(x)=0

pourtoutl~<i~<~(n—4)lorsquew(x)=(n—6)/2.(Pourn=4ou5,q(x)=—l,
l’uniqueconditionestAf(x)= 0. Leplus souvent, La nullité de La dernière itérée du
laplacien de f en x n’est pas obligatoire; il suffira enfait queLe rapportde cette
itérée avec f(x) soit petit en valeur absolue. La condition (1) doit pouvoir être
supprimée. Elle est automatiquement veriflee pour n~11.)

Ce théorèmeutilise la forme forte du théorèmedc lamassepositive (cf. para-
graphe3).LesfonctionstestsontcellesutiliséesdansHcbeyetVaugon[46].

A notcr: L’ensembledesfonctionsqui sontcourburescalairedemétriqucscon-
formesagestC1densedansl’cnscmbledesfonctionsdeCx~(X) qui Sontstricte-
mentpositivequelquepart.

Question9. Lesconditionsnécessaires,asavoirSupf> 0 si Seal(g)>0, Supf> 0
etJ~f(x)dv(g) <0 si Scal(g)=0, neseraient-ellcspasaussisuffisantes?

6. Le problèmedeYamabe

Toutevariétériemanniennecompactepossèdeunemétriquedanssaclassecon-
formequi esta courburescalaireconstante.Ou encore(cf. paragraphe1), pour
toute variété eompactedonnée (X, g), il existe ueC~’(X),u>0 solution de
I’équation

Agu+ n—2 Seal(g)u=Cteu2)/~_2). (E3)
4(n—l)

Cerésultatfut annoneéen 1960 par Yamabe[94], via laconvergencede suites
sous-cnitiquesminimisantes(uq), q—~2n/ (n —2), lesuq> 0 étantsolutionsde
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n—2 2n

Aguq+4(1)Scal(g)uqAqu~
1,

Ju~dv(g)=l.

Malheureusementsa demonstrationétaitimparfaite.Restequ’onpouvait facile-
ment la rattraperlorsqueInf~>

0J(u)~o,a savoirlorsqu’il existeg’o [g] yen-
fiant Seal(g’) ~0 (ef. Trudinger[87] et leparagraphe1 pourlcs notations).Lc
cas Inf,,>0 J(u) >0 apparutpar contretrésvite commeétant le cas reellement
délicat. [A noter: Inf~>0J(u)>0.~.~g’e[g]/Scal(g’)>.O.] Ii fallut en fait at-
tendre1976 etles travauxde Aubin [3] pour qu’apparaissele théorèmefonda-
mentalautonsantsa resolution.Ce théorème,déjàrencontréati chapitreprece-
dent,définissaitdefacontrésprecisel’approcheaadopter,ramenantleproblèmc
adescalculsd’éstiméesstir lafonctionnelleJ. Ii estalabasedestravatixdeAubin
[3] etSehoen [77].

Theoreme(Atibin [3]). Si1nf4>0J(u)< ~n(n—2)w~/”, l’inf estatteint et IL ex-
iste unemétriqueconformeag qui esta courburescalaireconstante.L’inegalité
Largeest toujoursveri.fiee (on a toujoursInf~>oJ(u)~~n(n—2)o4/”), l’égalité a
Lieu sun (S”,g0).

Voici les grandeslignesde la demonstration(pourplus de details,cf. Atibin
[1] ou [3]). On commence,avecle théorèmedeKondrakov,parétablir l’cxis-
tencedesuitesminimisantessous-enitiques(uq), q < 2n/ (n —2), Uq> 0, vénifiant

Aguq+ 4(n—1) Scal(g)uq=I(uq)u~
1,

Ju~dv(g)=1, I(Uq)= Inf 1(u).
u>O.j u”= I

x

Ondémontreensuite
(1) quel1fflq_~2n/(n_2)I(Uq) =Inf,~>

0J(u),
(2) qu’unefonction u nonidentiquementnulle deH~(X), iimite dansL

2 d’une
soussuite de (uq), est C~partoutstrictementpositive,solution dc l’equation
(E3) etrealisele minimumdeJ.
Si v>0 estchoisiedcsortequeJ(v)~Inf~>

0J(u)+~,on obtientdeja

lim I(uq)~~ lim J(y/(fyq)l/q)=J(y)
q—.2n/(n—2) q—.2n/(n—2)

done(1) enremarquantque
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InfJ(u) ~ (5 dv(g))J(uq), a= ~ ~ —q).

Pour (2) on petitsupposerqueu est limite faible dansH~(X) dc (uq). Parsuite:

I(u)~ lim I(uq)= InfJ(u)
q—.2n/(n—2) u>O

D’autrepart,puisqueles uq sontsolutionsd’equationssous-cnitiques,u esttine
solutionfaible de l’equation (E3) [onla constantevaut limq.

2n/(n_2)I(uq)]. U

estainsi forcémentC~(théorémesde négulanite),soit idcntiqucmentnulle soit
partoutstnictementpositive (pnincipedu maximum).Danscc derniercas,

$ U

2n/(n_2) dv(g)= lim $ u~”~2~”2~u
q—.2n/(n—2)

/ r \(fl±2)/q(n2)
~ lim ( J u~dv(~))

q—.2n/(n—2) \

(q—(n+2)/(n—2))/q~($ u~+2 (n_2)) dv(g))

(n—2)/2n

u2~2~dv(g))

et u realiselc minimumdela fonetionnelleJ. Onlevoit enmultipliant (E3) par
u et enintegrant.[J~u2””~”2~ dv(g) ~ 1 etlimq,

2fl/(fl_2)I(u~)~Inf~>oJ(u) im-
posent, après integration, Jxu

2’2R’22)dv(g) = 1 et limq~2n/(n_2)I(Uq) =

Inf~>
0J(u).]

Restcainsi a montrerqucu n’est pas identiquemcntnulle. Ce qui utilise de
faconfondamentalela valeundela meilleurepremiereconstanteA dc l’inégalité
de Sobolev (SI) (ef. paragraphe2). Sousreservede l’inégalité stnictedu théo-
nème,on obtientJ~.U

2 dv(g)>0 enremanquantque

(n—2)/n(5 u~’2~dv(g)) ~A 51 VuqI2dv(g)+B5u~

entraine

I ~A InfJ(u)+Cte5 u2 dv(g).

L’inégalité largedu théorèmeestenfin toujoursvérifiée, les fonetionstest u, de
Aubin [3] vénifiantlim

0J(u~)=~n(n—2)w~/”, oü
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U. = (~+r2) 1n/2 — (~+52) I—,,/2 si r~ö, ö>0

u
0=0 sin?c~.

Avee ccthéorème,leproblémeseramèncmaintenanta mettnc en evidence des
fonctionstestucA pourlesquellesJ( u) < n ( n —2)w~/“. x désignanttin pointde
X, quittea cffeetuertin changementconformedela métrique,on petit supposcr
queRic(g) (x) =0. Lcs fonctionstest u, deAubin fournissentalors lesestimécs
(Aubin [3])

J(u,~)= ~n(n—2)w~/”

X (l_ 12n(n—4)(n—6) IWeyl(g)(x)I2+o(~2)) sin>6,

J(u,)=~n(n—2)w~/”+ ~2Ui(0;~ Weyl(g)(x)I
2~2Log~

+o(~2Log~)sin=6.

Parsuite,s’il existetin pointx dexon Weyl (g) (x) ~ 0, on pourratrouverun ~

assezpetitpourquel’inegalité duthéorèmeSoit vénifiée.Et puisquele tenseurdc
Weyl esttin invariantconforme,on obtientle théorèmesuivant.

Théorème(Aubin [3]). Toute variete riemannienne compacte non Localement
conformementplatededimensionn~6 possède, dans sa classe conforme, une me-
trique qui esta courbure scalaine constante. L’inegalite stnicte du theorernefonda-
mental est verzfiee.

Resteainsia. traiterdesvanietesdedimension3, 4, 5, etdesvaniétéslocalement
conformémentplatesdont legroupefondamentalestinfini (i.e., qui ne sontpas
desquotientsde5” pourlesquelslasolutionestimmediate).

Si (X, g) estloealcmenteonformémentplate,Xs~5”, Schoen[771introduit les
fonctionstest

u~=(~2+r2)1”2, sir~ö,ö>0,

u,=K(~~—~a), siö~n~2ö,

~ sir?2ö,

on x désignetin pointde X, g estchoisieeuclidienneauvoisinagede x, ~= C~~/
r’22 + a représcntela fonctiondeGreenenx deELg (ef. paragnaphe3),K est tine
eonstantederaccord,i~esttine fonctionradialeC”” qui vaut 1 pour r ~ ô, 0 pour
n?25,et qui vénifie I V~I~2ö’. Cesfonetionsfoumnissentl’estimée
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(n—2)/n

I(u~)~n(n_2)w~’2($ u~”’22~dv(g))

on Cesttineconstantestnietementpositiveindépendantede ~.

Parsuite,avecla forme faible du théorèmedela massepositive [a(x) >0 si
X� 5”, cf. paragraphe3], on poumratrouvertin ~ suffisammentpetit pour quc
l’inégalitedu théorèmefondamentaldeAubin soit vénifiéc.

Théorème(Sehoen[77]). Toute variété compacte Localement conformérnent plate
posséde, dans sa classe conforme, unemétniquequi esta courbure scalaire con-
stante.L’inégalitéstnictedu théoremefondamentalest vérzjIée(siX~5n,)•

En dimension3, il n’y anienachangeraccqui vient d’êtredit. En dimension4
ou 5, l’argumentdc Sehoendevientplus eomplexe.Un changementlocal (non
conforme)deg estutilisé (pourplusde details,ef. Schoen[77]).

Finalement:

Théorème (Aubin [3], Sehoen [77]). Toute vaniété riernanniennecompacte
possède,danssaclasseconforme,unemétriquequi esta counburescalairecon-
stante.Si X~5”, l’inégalite strictedu theoremefondamentalest enplus toujours
verzflee.

Dansla ref. [62], Leeet Parkerprésententun argumentquiunifie cestravaux.
Leursfonctionstestsontdefiniespar

u,=r”2(�2+r2)1”2 sir~ö,~~>0,

u,=~~ô”2(f2+ô2)1’2”2sir?ô.

Lorsqueles métnquessont convenablementchoisies(dans [g]), cesfonctions
permettentderécupérerl’inégalitéstrictedu théorèmefondamental,ou bienavec
lanormedu tenseurde Weyl au point x (dansle casnon localementconformé-
mentplat), ou bienavecla masseaupointx (endimensions3, 4, 5 et danslecas
localementeonformémentplat).

Restequ’il existetin argumentplus simpleoü lesfonctionstestaeonsidérerne
sontplusdéfinies“a. partir” dela geometricde la variété,l’information geome-
triquenéeessairea la resolutiondu pnoblèmedeYamabesetrouvantisolécdans
lanon nuulité du tenseurde Weyl ou dansla stnetepositivitede la masse.Les
caleulsdu easnonlocalementeonformémentplat (qui nesontpasprésentésdans
la ref. [44]) sontidentiquesaceuxd’Aubin [3].

Théorème(HebeyetVaugon[44]). PourX�S”, n? 3, Lesfonctions
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u0=(~+n
2)1”~’2 sirs~ô,5>0

u, = (~+ö2) l—n/2 si r?ô

founnissent L’mnegalite stricte du théonemefondarnental de Aubin.

Dc faconplusprecise:Lorsquelavariétén’estpaslocalementconformémentplate,
enchoisissantx etg tels qucRic(g) (x) =0et Wcyl(g) (x) ~ 0, on obtient

J(u
0)= ~n(n—2)w~/’2

~ (l_ 12n(n—4)(n—6) Weyl(g)(x)I2+o(~2)) sin>6,

J(u,)=~n(n—2)w~”+ 6Ofl(fl±2)W~_2~Weyl(g)(x)I
2f2Logf

+o(~2Logf) sin=6.

Parsuite,pour� << 1, J(u
0)< ~n(n—2)w~”.

Lorsquela vaniétéestlocalementconformémentplate,La métriqueétanteucli-
dienneau voisinagedex, on récupére

J(u0)= ~n(n—2)w~/”

+C�fh21(4~~1) J Scal(g) dv(g)— (n—2)ö’2w~_~+o(�)),

øü Cesttineeonstantestnictementpositiveindependantede cComme

— 4(n_l)( 1 1a(x)_Sup (n—2) ~J~Scal(g’)dv(g’) 4(n—l)wn_~p~
2

øüle sup cstpnis stir les 0<p<< 1 et stir lesg’e [g] cuclidiennesstir B(x; p) qui
vénificnt g’ (x) =g(x) (cf. paragraphe3), on petit choisirg desortequeJ(u

0) <

~n(n—2)w~” (pour�<<l,X~S”).
En dimensions3, 4 et 5, l’argumentpassepar tine (rc)-caraeténisationde la

masse (du type dc eelle ei-dessus).

Depuis1984,deuxautresapprochessontapparucs.L’une, detypetopologiquc,
developpeeparBahni [9] danslecaslocalementconformémentplatet parBahri
etBrézis [10] pourles dimensions3, 4, 5, parvienta sepasserduthéorémede la
massepositive. LespointscritiquesdeJainsiréeupérés,asavoirles solutionsde
(E3), neréalisentplus foreémcntle minimumdeJ. L’autre approche,présentéc
par Schoen [78], a pour cadrepremierles vaniétésloealcmentconfonmément
plates.(Sehoen[80] ayantrëccmmentannoncéquesesréstiltatss’étcndentau
casd’unevaniétéqueieonque.)Danssaversioninitiale (le théorèmeci-dessous),
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elle utilise pnineipalement Ia notionde point de concentration,l’idcntité de Po-
hozaevetla formefaible du théorèmcdelamassepositive.Une secondedemon-
stration (dont lesgrandeslignessontdonnécsdansla ref. [80]), doit permettre
de suppnmenLa bornestir l’énergie.

Théorème(Schoen[78]). (X, g) désignant une vaniété niemannienne cornpacte
Localementconformémentplate (X~S’2), l’ensemble

( n—2 n+2
~

quelquesoitle reelstrictementpositifA, est un sousensemblebonnédeC3(X).

A notcr: Cenésultatcstfauxsun (5”, g
0). [C(S”) n’estpascompact.]

7. Le problèmede Yamabeéquivariant

On sait déjà que toute vaniété niemannienne compacte posséde, dans sa classe
conforme,tinemétniqucqui estacourburescalaireconstantc(cf. paragraphe6).
Mais on petit faire micux si l’on exige en plus d’avoir tin contrôle stir lc groupe
d’isométniesde cettemétnique;autremcntdit: en montrantqtic, dansla classe
conformedetoutcvaniétériemannicnnccompacte,il existetinemétriquca cour-
bure scalaire constante qui a tin gnoupe d’isométrics present. Ccttcamelioration
permetnotammentderécupérenunedesconjecturesde Lichncrowicz (citéc par
Lclong-Fcrrand [63]). Cettc conjecture voulait 10(X, g) = C0(X, g) desquc
Seal(g)= C

t~et X� 5” [on I~(X, g) ct C
0(X, g) neprésententIcs composantcs

conncxesdel’idcntité dansI(X,g) et C(X,g)]. Ce qtii estvrai si Scal(g)esttine
constante negative (puisqu’il y a unicité), cc qui petit être faux lorsque Scal(g)
cst stnictement positive (comme le montre l’excmplc de S’xS’2’,
Io(S

1 ) xI
0(S’2—’) operanttnansitivcmcntsuric produit; cf. paragraphe 8, Hebey

et Vaugon [45] et Schoen [78]). Le meilleur résultat possible cxigcra ainsi I(X,
g) = C(X, g) (l’egalite optimale),non plus pour toute métniquc a. courburc sea-
lame constante(danslaclasseconforme),maispouraumomsI’unc d’cntrc cues.
Cc résultatest démontrédansHcbcyet Vaugon [46]. Dc faconplusprecise:

ThéorèmeA (Hebey et Vaugon [46]). Etant donnée (X, g), une variété
riemannienne cornpacte de dimension n~3, non conformément difféomonphe a La
sphere,il existetoujoursunemétniqueg’ conformeag qUi vénfietout a Lafois:g’
est a courbure scalaire constante, I(X, g’) = C(X, g).
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ThéorèmeB (Hebey et Vaugon [46]). Etant donnée (X, g), une vaniété
niemanniennecompactede dimensionn~3, et G, un sous groupe compact de
C(X, g), ii existe toujours une métrique conforme ag qui realise le minimum de

Vol(g’) -(n~2)/n 5 Scal(g’)dv(g’)

sur l’ensemble des métniques g’ conformes a g qui sont G-invaniantes.

Le theoremeA est tine consequencedu théorémeB. Tout d’abord parcequc
C(X,g) estcompactlorsqucX� 5” (ef. paragnaphe1). Ensuiteparecquetoute
métniquequi realise

Inf Vol(g’) (n2)/n 5 Scal(g’) dv(g’)
{g’ conformes ag G-invariantes}

estforeémcnta courbure scalaire constante. Le théoréme B est a rapprocher des
questionsde multiplieite (coneernantl’existeneede plusicursmétriqucscon-
formesdistinetes ayant La mêmecourbure sealaire constante; cf. paragraphe 8 et
Hcbeyet Vaugon [45]).

A noter:Sig’=u4~2~g,

Vol(g’) (n2)/n 5 Scal(g’)dv(g’)= 4(n_1) J(u).

Si G~ C(X,g) est compact, ~g’ conformeagIG c~I(X, g’).
La conjecturesuivantegeneraliselasceondeconjecturedeAubin [3]. Sareali-

sationentraineautomatiquementle théorèmeB (lorsqucX~5” Oti Si Gn’a pas
depoint fixe; ef. ci-dessous).PourxeXet Gc~C(X,g), on noteOG(X) l’orbitc
dex sousG. On appelleorbiteminimaic de GtouteorbiteOG(X) pour laquelle
CardO

0(x)~CandOG(Y), VyeX.~

Conjecture.Soient(X, g) une variété riemannienne compacte de dimension n~3
et Gun sous groupe compact de C(X, g) qui possede des orbitesfinies. Si X n’est
pas conformement difféomorphe a La sphere ou si Gn’a pas de point fixe, aLons

Inf Vol(g’) -(n-2)/n J Scal(g’) dv(g’)
{g’conformes agG-invariantes}

r
<n(n—l)w~Y”IInfCardOG(x)

Lxc X

ThéorèmeC (HebeyetVaugon[46]). L’ inegaLitestricte
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Inf Vol(g’) (n2)/n $ Scal(g’) dv(g’)
{g’conformes a g G-invariantes}

~
<n(n— l)w~/” Inf CardOG(X)

xoX

estveniJIeedanschacundescassuivants.(1) GopèreLibrernent.(2) 3 ~dim X~I 1.
(3) IL existeun point xd’orbite minirnale (finie) sousG avec V’Weyl(g)(x)=O
pourtout 0~ I ~ (n—6)/2. (4) Il existeunpointxd‘onbite minimale(fInie) sousG
pourLequeL soitWeyl(g)(x) #0, soit VWeyl(g)(x) #0, soit V2Weyl(g)(x)#0.
[En particulier, 1 ‘inégaLiteestvenifleelorsque(X, g) estlocalementconformement
plate, ouplusgéneraLementSi Weyl (g)= 0 au voisinageci’ uneorbite minimaLede
G.]

Le théorêmequi suit, l’analoguedu théorèmefondamentalde Aubin [3], est
tin des outils de base dansla demonstrationdestheoremesA et B. Ces théorèmes
deviennentainsidescorollairesdti theonemeC, autrementdit démontrésvia unc
appnochcpar fonetionstestsymétnisées.En cc qui concenneles vaniétés non cou-
vertespar le théorémeC [donededimensionsn>~12 etpourlesquellestoutpoint
xd’orbite minimalevenifie: Vj=0, 1,2, V’Weyl(g)(x)=O et ~3~i~(n—6)/
V’Weyl(g)(x)#0], tine“elimination Ii priori” deplusieursphénoménesdecon-
centrationestutilisee.Cellc-cinousramèneexactementauxhypothesesénoncées
danslepoint (3) du théorèmeC, lademonstrationcombinantainsi l’élimination
apriori et tin calcul d’éstiméessymetnisees.

Théorème (Hebey et Vaugon [46]). Si le minimum de Vol(g’) ~2)/~~

Ix Scal(g’)dv(g’) sur l’ensernbledesmétniquesg’ conformesa g qui sontG-in-
variantes est strictement infenieur a n(n—1 )o~” [Inf~

0~CardOG(X) ]2/n

aLors il est atteint. (Cequi est enparticulier Le cassi toutesLes orbitesde G sont
injmnies.)L ‘inegalitelarge

Inf Vol(g’) -(n-2)/n $ Scal(g’)dv(g’)
~g’conformes àg G-invariantes}

r
~n(n—l)w~”l Inf CardOG(X)

LxeX

esttoujoursverijlee.L’égalitéa Lieu sur5” lorsqueGpossedeun pointfixe.

Sansrentrerdanstrop dedetails,ladifficulté laplusimportanterecontrécdans
la demonstration du théonème Cvicnt du cas non localement conformément plat.
Parecqu’il est possiblede montrerqueles pointsde concentrationssontforce-
ment despointsd’orbite minimalesousG (perted’homogeneite),ct parecqu’il
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sepetit trésbienquele tensetirdeWeyl s’annulcentouscespointsd’onbitemini-
male (sanspour autants’annulera tin ordresuffisant),les fonctionstesta con-
sidéren devront maintenant permcttre de récupérer la norme des gradients sue-
cessifs du tcnseun de Weyl aux points d’orbitcs minimales [jusqu’al’ordre (n —6)/
2], puis la masse de la vaniete asymptotiquement plate (X—{x}, (g~/( n —2)g). A
la differencedu problémede Yamabe“classiquc” (oü G={Id}), la démonstra-
tion utilisc fondamentalement la forme forte du théoréme de la masse positive.
Ses bases neposent sun tine étude fine de la notion de coordonnécs conformes
nonmales equivariantes (des metriques G-invariantcs dont le determinant en tout
point d’une orbite admet tin developpement du type det g= 1 +o(n’°),m>> 1).
Le cas localement conformemcnt plat (X# 5~) rentre dans le cas oü le tensetir dc
Weyl est nul jusqu’à l’ordre (n—6) /2. Ccci dit, lorsquele tenscurdeWeyl s’an-
nuleau voisinaged’une orbiteminimale, on petit presentertine demonstration
plussimplequi n’utilisc plusquela formefaible dutheoremedelamassepositive
(toujoursa basede fonctionstest symétrisécs,maisdanstine metniquccucli-
dienne G-invaniante). Le cas de la sphere, lorsquc Gn’a pasdepoint fixe, setraite
aussi par fonetions test symétrisécs. Si Gposséde tin point fixe, tin argumentgéo-
métniqucpermetde conclurc.

8. Multiplicités pour lesproblèmesdeNirenberg,decourburescalaireprescriteet
de Yamabe

Commenconspar traiter de la multiplicité qui cst rattachécau problémedc
Nircnberg.Ii s’agiradonede determinerquellesfonctionsdeC~(5n) sontcour-
bunessealairesde plusieursmétniqucsdistinctesconformesa g0. Une premiere
approcheestprésentéedansHebeyet Vaugon [45]. Elle fait jouerun role fon-
damcntalauxsecondesconstantesde l’inclusion deSobolev (S2) desquotients
de la sphere(cf. paragraphe2). Lcs métniquessont alorsdistinguéespar ictir
énérgie.Nousreviendronsstir cetteapprochedefaconpluspreciselorsquenous
parleronsdela multiplicité qtii est rattachécati problemedeYamabe.Lesrésul-
tatsobtentisont lieu en toutedimensionet penmettentnotammentd’avoir unc
multiplicité arbitrairementgrandede métriqtiesconformesdistinctesayantLa
mémecounburescalaire.Pourne pastrop alourdirla redaction,nousne citerons
qu’un decesnésultats.Si foC”” (S

3),on noteIssf(x) dv(g
0) sa valcurmoycnne.

Theoreme (Hcbeyet Vaugon [45]). SoitfunefonctionC~-positivedéfiniesur
S

3, invaniantesousl’action d’un groupejIni d’isométriesdeS3 qui possède deux
sousgroupesdistinctsG

1 et G2, G1 de cardinal a operantgLobalementsanspoint
fixe et G2 de cardinal b> a operant librement. Si
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, ~2/3 / ~1/6
1

\~a) > \. Sup~3f(x) )
fest alors La courburescalaired’au momsdeuxmétriquesdistinctesconformesa
g0. Cesdeuxmétriquesont des énérgiesdistinctes;elLes sontrespectivementG~-
invarianteetG2-invariante.

Lesautrestravauxeoncernantla multiplieitérelativeauproblèmedeNirenberg
aboutissenta desrésuitatsde densité.Sehoenet Zhang [83] ont travaillésdans
cettedirection,ainsiqueLi [67], qui anécemmentannoncétin résultatqui couvre
letin theoreme.

Théorème (Li [67]). Soitfunefonction strictement positive de C”” (Sn), avecn=3
ou 4. A tout entier k et tout reel �>0, on peutassocierunefonctionf~,kEC~(S”),
verijiant IIf—f,kIIco(s~)~ �, qUi est La courburescalaired’au momsk métniques
distinctesconformesa g0.

La questionsimilainestir X~S” devraitêtreplussimple,puisqu’onévitedéjàles
obstructions relatives a l’existence d’au momstine métniquequi ait tinecourbure
scalairedonnée.Au panagraphe5, nousavonspanedelamultiplicite relativeau
cas Seal(g) <0. Pourcc qui est du casSeal(g) >0, les techniquesdeveloppées
dansHebeyet Vaugon [45] permettentaussid’obtenirdesnésultatsdemultipli-
cite. Soit par exemple(X, g) tine variéténiemanniennecompactede dimension
3, X# S

3, localementconformémentplatea. courburescalairestrictementposi-
tive. On obticntalons:

Théorème (Hebeyet Vaugon).A tout sousgroupefiniG d’isométriesdeXopé-
rant librement,onpeutassocieruneconstantek(G) >0, de sorte que toutefonction
f G-invariante strictement positive de C~(X) qui vérifle

(CardG)213> 1 +k(G) ~ dv(g)~”6
\ Sup~f(x) j

est La courburescaLaired’au momsdeuxmétriquesdistinctesconformesag.

Abordons maintenant la multiplieité qui estrattaehéeatiproblèmedcYamabe.
Ii s’agiradedeterminerquellesvaniétésnicmannienncscompactespossèdcntplu-
sieursmétriquesdistinctesconfonmesayantlamêmecourbuncscalaireconstante.
Lespremiersrésultatsrencontréssont des résultats d’obstruction. Pan cxcmple,
la variété étantsupposécnon conformémentdiffeomorphe a. 5”, la métnique a.
courburescalaireconstanteestforcémentuniquedansLa classe conforme de g (a.
homothétie pres)

(I) soit lorsqueInf~>o1(u)~0 (pnincipedti maximum),
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(2) soil lonsqu’il existetinemetriqueconformeag quiest d’Einstcin (cf. Obata
[71]).
En particulier,dansle cas localemeritconformémentplat, X# 5”, la questionne
petit avoir dc réponse positive que si simultanément,card1J~(X) = cx et
Inf~>01(u)>0. (En 1986,Gil-Medrano[38] aétablicunelistedesvariétéscon-
nuesqui vérifient cesdeuxpoints.)

A ccjour, seulsquelquescxemplesexplicitesdemultiplieitéont étéobtenus.Ii
y a tout d’abord lc casde (5”, g0), oà l’on connaitpréeisémentIa structurede
l’ensembledesmétriquesconfonmesa g~qui ont tine mêmecourbuncscalairc
constante.Cet ensembleesteonstitué,a homothétiesprès, des métniquescano-
niques [asavoirdesØ*g0, ØeC(S”, g0) 1. Les métriquesobtenuesont toutesIa
mêmeënengie.Vient ensuiteIc casdeS

1(T)xS” ‘,pnoduit du cereledc rayonT
et de La sphereunite de P”, Ic scul autreexempleon nousavonstinedescription
completede l’ensembledesmétniquesconformesqui ont tine mêmecourbunc
scalaireconstante.Ii s’agit là d’un résultat réeemment obtenu par Schoen[78],
ses travaux s’appuyant sun lesthéorèmesde Caffarclli, GidasetSpruek[24] qui
ramènentl’équationdecotinburescalairesunS1(T) x5n_1 a tine equation stir F.
Cet exemplemet en evidencedes cas dc multiplicite avec niveauxd’énengie
distinets.

Resteenfinaparlerdel’appnochequi estpnésentéedansHebeyct Vatigon [45].
Ii s’agira de canacteriser les vaniétés (X, g) pourlesquclles

Inf J(u)> InfJ(u)
u>0. u G-ins’ar~an1es u>0

oU G esttin sousgroupedu groupedes isometricsdc g. Avec le théorèmeB du
paragraphe7 (le problèmedeYamabeéquivaniant,HebeyetVaugon[46]), tine
telle inégalitéfoumnitobligatoirementdeuxmétniquesconformesayantlaméme
counburesealaireconstante.Cetteapprochc,si on serestreintati cason G opère
librement,segénéralisenaturellementauxrevétementsniemannicns.La question
devient: earaetériserles revêtementsriemanniensH: (X

0, g0)—s(X1, g1) pour
lesquels

Inf J(uoH)> Inf J(u).
{uoHi(X, ), u� 0~ )ueH~(Xo),u~0)

Paroppositionaveelesquestionsd’existence,oàlapremiereconstantedel’inclu-
siondeSobolevjoueun role primordial (via le théorémefondamentaldeAubin
[3]), diedeveloppele role dessecondesconstantes.

Si (X, g) désignetinevaniéténiemanniennecompaeteetsi k désignetin née!de
]0, 1], on définit Ck(X,g) commeétantlapluspetiteeonstantcpositiveC pour
laquelle
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~(1-_k)n(n_2)w~J ~~
2n/(n_2)~y(g)

~5 jVuI~dv(g)+
4(1)Jscal(g)udv(g)+CJudv(~)~

VueH~(X).

Ck(X,g) existebienlorsquc0<k~1; il s’agitdu premierthéorêmedeAubin cite
au panagraphe 2. Dans Ic cas localement confonmémentplat, puisqueI’inégalité
(S2) est vérifiée (cf. paragraphe 2 ou Hebey et Vaugon [45]), on petit définir
C0(X, g) commeétant Ia pluspetiteconstantepositiveCpourlaquelle

~n(n—2)w~/” 5 IuI~””
2~ dv(g)

~5 IVuj2dv(g)+
4~~)JScal(g)u2dv(g)+CJu2dv(g),

VueH~(X).

Théorème (Hebey et Vaugon [45]). Soit (X0,g0),X0#S”, n? 3, une variCté ne-
manniennecompactepourlaquelleil existemrevêtementsniemanniensa b, feuillets

H,:(X0,g0)—s(X,.,g,), l<bi<~”<bm.

On noteb0= I etH0: X0—+X~L’application identité. Si pour tout i= 1, ..., mil existe

k,e[0, 1] desorteque

Ck1(X,,g•) VoL(X0)2~/~1~~n(n—2)w~/”[ (I —k1)b~”—b?~i’~]

alors (X0, g0) possèdeau momsm+ 1 métriques conformes a g0 qui ont La même
courburescaLaireconstante(etdesenergiesdistinctes).Cesmélniquessontdu type
(u,oH~)

41~”2~g
0,0~i~m,oü les u, sontdesfonctionsstricternentpositivesde

C”” (X,).

Avec cc théoréme, et l’estimée sun Ia seeonde constantc de l’inégalité (S2) sun
S

1(T) xS”~(panagraphc2 ou Hebeyet Vaugon[45] ), on réeupèreimmediate-
mentleeasdc S1(T)X 5n_I• Maison réeupèreaussidesvariétésdu type:pnoduit
d’un espacehyperboliquccompactaveetinesphere.Dc faconplusprecise:

Théorème (Hebeyet Vaugon [45], Schoen[78]). A tout entierk,onpeutasso-
cier uneconstanteT(k) >0desorte que pour tout T? T( k), S’ (T) x~ possede
au momsk métriques conformes a La métriquecanoniqueproduitquiont La même
courburescaLaireconstante(etdesenergiesdistinctes).
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Theoreme(Hebcyet Vaugon [45]). Si (T2( — 1), h) désigne un espacehyper-
boliquededimension2, sommeconnexedepLusieursexemplairesdu toreT2, alons
pourpgrand, T2 ( — 1) xS~possèdeau momstrois métriquesconformesa La me-
tnique canoniqueproduit hxg

0,qui ont La mêmecourburescalaire constante(et
desénérgiesdistinctes).

Remanquonspourfinir qu’onpetit fabniquentin certainnombredevaniétésqtii
admettentau momsdeuxmétriquesdistinetesconformesayantla mêmecour-
burescalaineconstante.Si (X1, g1) et (X2, g2) sontcompactes,avec Scal(g1)et
Seal(g2) qui sontconstanteset Seal(g2) >0, le prodtiit X= X1 xX2 vénific cette
pnopriétélonsqu’il estmunidesmétriquesg~=(cg1 ) xg2,oü laconstantec> 0est
choisiesuffisammentgrande.Onnécupéreeneffet J( 1)> ~n ( n —2)w~/“, desquc
c>> i. Dansle mêmeordned’idécs,on peututiliscrtin nésultatdeAubin [3] qui
stipulequelapremierevaleunpropredu lapiaeicnd’unc métniqueu

4Rn2)g qui
vénifie J(u)=Inf~>

0J(u),majonc forcément ScaL(u
4~~”2~g)/(n—1). Pour

p> q+ 1, on obtientalorsau momsdeuxmétniquesayantiamêmecourburesea-
lame constantedansla classeconfonmede la métrique produit gpq de S” x~
[puisqueA

1(gpq)=q ct Seal(gpq)=p(p—l)+q(q— 1)]. Si p=q, (S~”x5~,gp,q)

estd’Einstein,lamétniquea eounburesealaineconstanteest unique.
Tcnminonsenfin avectin résultatde densiténéccmmentannoncépar Pollack

(etcite dansSchoen[79]). Lc théonèmes’enoncedela faconsuivante.

Théorème (Pollack).Etantdonnés(X, g) unevariéténiemanniennecompactea
counbunescalainestrictementpositive,kun entieret� un reelstnictementpositif IL
existeunemétniqueniemannienneg~,<sun X qui vénifie: (1) IIg~,k—gIIc’ <�. (2)
[&,k] possèdeau momsk métniquesdistinctesqui ont La mémecounbunescalaire

constante.
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